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ПРО ДЕЯКI УЗАГАЛЬНЕННЯ ЗОБРАЖЕНЬ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ
С. О. СЕРБЕНЮК
Анотацiя. The article is devoted to introduce and investigation of new numeral
systems. These representations are generalization of classical representations of real
numbers. The main properties of investigating representation are described.
The results are represented in International Conference of Yung Mathematicians, June
3-6, 2015, Kyiv.
1. Знакозмiннi представлення дiйсних чисел
1.1. Квазi-нега-s-ве представлення чисел. Дослiдимо можливiсть представлен-
ня дiйсних чисел знакозмiнним s-им розкладом, знакозмiнним рядом Кантора, квазi-
нега-Q˜-розкладом.
Для початку розглянемо найпростiший випадок — узагальнення s-их розкладiв
∞∑
n=1
(−1)δnαn
sn
, (1)
де s — фiксоване натуральне число, бiльше 1, αn ∈ A ≡ {0, 1, ..., s− 1}.
Очевидно, залежнiсть δn може бути або функцiєю (що набуває лише значень з
множини цiлих додатних чисел) натурального аргументу δn = δ(n), або залежнiстю
δn = δ(αn) вiд αn. Розглянемо перший випадок, оскiльки у другому випадку легко
змоделювати приклади, де розклад (1) не є представленням дiйсних чисел з деякого
вiдрiзка.
Нехай маємо фiксовану пiдмножину NB множини натуральних чисел, B = (bn) —
зростаюча послiдовнiсть елементiв множини NB. Означимо
δn =
{
2, якщо n /∈ NB;
1, якщо n ∈ NB.
Збiжнiсть ряду (1) є очевидною. Введемо деякi допомiжнi поняття, необхiднi при
подальшому вивченнi рядiв (1).
Якщо деяке число x можна представити у виглядi розкладу (1), то цей факт фор-
мально позначатимемо x = ∆(±s,B)α1α2...αn..., а останнiй запис називатимемо зображенням
числа x знакозмiнним s-NB-розкладом або квазi-нега-s-им зображенням числа x.
Вiдповiдно, ряд (1) називатимемо знакозмiнним s-NB-розкладом числа x або
квазi-нега-s-им представленням числа x. Тобто,
x = ∆(±s,B)α1α2...αn... ≡
∞∑
n=1
(−1)δnαn
sn
, (2)
1
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де s — фiксоване натуральне число, бiльше 1, αn ∈ A ≡ {0, 1, ..., s− 1},
δn =
{
2, якщо n /∈ NB;
1, якщо n ∈ NB.
Очевидним є факт того, що
x
′
0 = inf
∞∑
n=1
(−1)δnαn
sn
= −
∞∑
n=1
s− 1
sbn
≡ ∆
(±s,B)
β1β2...βn...
,
де
βn =
{
0, якщо n /∈ NB;
s− 1, якщо n ∈ NB.
(3)
x
′′
0 = sup
∞∑
n=1
(−1)δnαn
sn
=
∑
n/∈NB
s− 1
sn
= 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
≡ ∆(±s,B)γ1γ2...γn...,
де
γn =
{
s− 1, якщо n /∈ NB;
0, якщо n ∈ NB.
(4)
Теорема 1. Для будь-якого числа x ∈ [x
′
0; x
′′
0 ] iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ A,
така, що x подається квазi-нега-s-им представленням (2).
Доведення. Нехай (x
′
0; x
′′
0) ∋ x — довiльне число. Якщо 1 /∈ NB, тодi
α1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
≤ x <
α1
s
+
∑
1<n/∈NB
s− 1
sn
,
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
≤ x−
α1
s
<
∑
1<n/∈NB
s− 1
sn
= 1−
s− 1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
=
1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
,
та, якщо 1 ∈ NB,
−
α1
s
+
s− 1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
= −
α1
s
−
∞∑
n=2
s− 1
sbn
< x ≤ −
α1
s
+ 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
,
s− 1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
< x+
α1
s
≤ 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
.
В силу того, що
[x
′
0; x
′′
0 ] =
s−1⋃
i=0
[
i
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
;
i
s
+
1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
]
,
якщо 1 /∈ NB, та
[x
′
0; x
′′
0 ] =
s−1⋃
i=0
[
−
i
s
+
s− 1
s
−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
;−
i
s
+ 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
]
,
для 1 ∈ NB, тому, якщо для випадку 1 /∈ NB позначити x − α1s = x1, отримаємо
випадки:
УЗАГАЛЬНЕНI ПРЕДСТАВЛЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ 3
(1)
x1 = −
∞∑
n=1
s− 1
sbn
, що еквiвалентно x = ∆(±s,B)α1β2β3...βn...,
де елементи послiдовностi (βn) задовольняють умову (3);
(2)
x1 6= −
∞∑
n=1
s− 1
sbn
. В такому разi x =
α1
s
+ x1.
Оцiнимо значення x1 трохи пiзнiше.
Якщо для випадку 1 ∈ NB позначити x+ α1s = x1, отримаємо випадки:
(1)
x1 = 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
, що еквiвалентно x = ∆(±s,B)α1γ2γ3...γn...,
де елементи послiдовностi (γn) задовольняють умову (4);
(2)
x1 6= 1−
∞∑
n=1
s− 1
sbn
. В такому разi x = −
α1
s
+ x1.
Нехай 2 /∈ NB. Тодi
α2
s2
−
∑
bn>2
s− 1
sbn
≤ x1 <
α2
s2
+
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
.
При 2 ∈ NB
−
α2
s2
−
∑
bn>2
s− 1
sbn
< x1 ≤ −
α2
s2
+
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
.
Позначивши x2 = x1 − α2s2 для випадку 2 /∈ NB та x2 = x1 +
α2
s2
для 2 ∈ NB,
отримаємо:
• для 2 /∈ NB
−
∑
bn>2
s− 1
sbn
≤ x2 <
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
,
звiдки слiдує два випадки:
(1) якщо
x2 = −
∞∑
bn>2
s− 1
sbn
, то x = ∆(±s,B)α1α2β3...βn...,
де елементи послiдовностi (βn) задовольняють умову (3);
(2) якщо
x2 6= −
∞∑
bn>2
s− 1
sbn
, то x =
(−1)δ1α1
s
+
(−1)δ2α1
s2
+ x2;
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• для 2 ∈ NB
−
∑
bn>2
s− 1
sbn
< x2 ≤
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
,
звiдки слiдує, що:
(1) якщо
x2 =
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
, то x = ∆(±s,B)α1α2γ3γ4...γn...,
де елементи послiдовностi (γn) задовольняють умову (4);
(2) якщо
x2 6=
∑
2<n/∈NB
s− 1
sn
, то x =
(−1)δ1α1
s
+
(−1)δ2α1
s2
+ x2.
За скiнченну кiлькiсть крокiв m отримаємо, що
(−1)δm+1αm+1
sm+1
−
∑
bn>m+1
s− 1
sbn
< xm <
(−1)δm+1αm+1
sm+1
+
∑
m+1<n/∈NB
s− 1
sn
,
−
∑
bn>m+1
s− 1
sbn
< xm+1 <
∑
m+1<n/∈NB
s− 1
sn
,
аналогiчно
xm+1 =
{
−
∑
bn>m+1
s−1
sbn
, якщо m+ 1 /∈ NB;∑
m+1<n/∈NB
s−1
sn
, якщо m+ 1 ∈ NB.
Якщо одна з умов останньої системи справджується, то
x = ∆
(±s,B)
α1α2...αm+1βm+2βm+3...
або x = ∆(±s,B)α1α2...αm+1γm+2γm+3....
В iншому випадку, продовжуючи процес до нескiнченностi, отримаємо
x =
(−1)δ1α1
s
+ x1 =
(−1)δ1α1
s
+
(−1)δ2α2
s2
+ x2 = ... =
=
(−1)δ1α1
s
+
(−1)δ2α2
s2
+
(−1)δ3α3
s3
+ ...+
(−1)δnαn
sn
+ xn = ....
Звiдки слiдує, що
x =
∞∑
n=1
(−1)δnαn
sn
.

Лема 1. Справедливою є наступна тотожнiсть
∆(±s,B)α1α2...αn... +
∞∑
n=1
s− 1
sbn
≡ ∆s
α
′
1α
′
2...α
′
n...
,
де
α
′
n =
{
αn, якщо n /∈ NB;
s− 1− αn, якщо n ∈ NB,
∆s
α
′
1α
′
2...α
′
n...
— s-кове зображення дiйсного числа з [0; 1].
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Наслiдком останньої леми та теореми 1 є наступне твердження.
Теорема 2. Числа з вiдрiзка [x
′
0; x
′′
0 ] мають не бiльше двох квазi-нега-s-кових зобра-
жень, а саме:
(1) якщо n, n+ 1 ∈ NB, то
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−1−αn][s−1]βn+2βn+3...
= ∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−αn]0γn+2γn+3...
;
(2) якщо n ∈ NB, n + 1 /∈ NB, то
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−1−αn]0βn+2βn+3...
= ∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−αn][s−1]γn+2γn+3...
;
(3) якщо n /∈ NB, n + 1 ∈ NB, то
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1αn[s−1]βn+2βn+3...
= ∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[αn−1]0γn+2γn+3...
;
(4) якщо n /∈ NB, n + 1 /∈ NB, то
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1αn0βn+2βn+3...
= ∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[αn−1][s−1]γn+2γn+3...
,
де αn 6= 0, (βn) та (γn) — послiдовностi цифр 0 та s− 1, якi задовольняють умови
(3) i (4) вiдповiдно, мають числа зi злiченної пiдмножини [x
′
0; x
′′
0 ].
Доведення. Справдi,
(1) нехай n, n + 1 ∈ NB, тодi
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−1−αn][s−1]βn+2βn+3...
−∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−αn]0γn+2γn+3...
=(
−
s− 1− αn
sn
−
s− 1
sn+1
−
∑
bn>n+1
s− 1
sbn
)
−

−s− αn
sn
+
∑
n+1<k/∈NB
s− 1
sk

 =
=
1
sn
−
s− 1
sn+1
−
∞∑
k=n+2
s− 1
sk
= 0;
(2) нехай n ∈ NB, n+ 1 /∈ NB, тодi
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−1−αn]0βn+2βn+3...
−∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[s−αn][s−1]γn+2γn+3...
=
=
(
−
s− 1− αn
sn
−
∑
bn>n+1
s− 1
sbn
)
−

−s− αn
sn
+
s− 1
sn+1
+
∑
n+1<k/∈NB
s− 1
sk

 =
=
s− αn
sn
+
1
sn
+
s− αn
sn
−
s− 1
sn+1
−
1
sn+1
= 0;
(3) нехай n /∈ NB, n+ 1 ∈ NB, тодi
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1αn[s−1]βn+2βn+3...
−∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[αn−1]0γn+2γn+3...
=
=
(
αn
sn
−
s− 1
sn+1
−
∑
bn>n+1
s− 1
sbn
)
−

αn − 1
sn
+
∑
n+1<k/∈NB
s− 1
sk

 =
αn
sn
−
s− 1
sn+1
−
αn − 1
sn
−
1
sn+1
= 0;
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(4) нехай n /∈ NB, n+ 1 /∈ NB, тодi
∆
(±s,B)
α1α2...αn−1αn0βn+2βn+3...
−∆
(±s,B)
α1α2...αn−1[αn−1][s−1]γn+2γn+3...
=
=
(
αn
sn
−
∑
bn>n+1
s− 1
sbn
)
−

αn − 1
sn
+
s− 1
sn+1
+
∑
n+1<k/∈NB
s− 1
sk

 =
=
αn
sn
−
αn − 1
sn
−
s− 1
sn+1
−
1
sn+1
= 0.

Цилiндром ∆
(±s,B)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2...cn називається множина виду
∆(±s,B)c1c2...cn ≡
{
x : x =
n∑
i=1
(−1)δici
si
+
∞∑
j=n+1
(−1)δjαj
sj
}
,
де c1, c2, ..., cn — фiксованi числа з множини A ≡ {0, 1, ..., s− 1}, αj ∈ A.
Лема 2. Для цилiндрiв ∆(±s,B)c1c2...cn справедливими є наступнi властивостi:
(1) Цилiндр ∆(±s,B)c1c2...cn є вiдрiзком, причому
∆(±s,B)c1c2...cn ≡

 n∑
i=1
(−1)δici
si
−
∑
n<bk
s− 1
sbk
;
n∑
i=1
(−1)δici
si
+
∑
n<k/∈NB
s− 1
sk

 .
(2)
|∆(±s,B)c1c2...cn| =
1
sn
.
(3)
∆(±s,B)c1c2...cnc ⊂ ∆
(±s,B)
c1c2...cn
.
(4)
∆(±s,B)c1c2...cn =
s−1⋃
c=0
∆(±s,B)c1c2...cnc.
(5) 
 sup∆
(±s,B)
c1c2...cn−1cn
= inf ∆
(±s,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
, якщо n /∈ NB;
inf ∆(±s,B)c1c2...cn−1cn = sup∆
(±s,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
, якщо n ∈ NB,
де cn 6= s− 1.
(6)
∞⋂
n=1
∆(±s,B)c1c2...cn = x = ∆
(±s,B)
c1c2...cn...
.
Доведення. Доведемо, що цилiндр ∆(±s,B)c1c2...cn є вiдрiзком. Нехай x ∈ ∆
(±s,B)
c1c2...cn, тодi
x
′
=
n∑
i=1
(−1)δici
si
−
∑
n<bk
s− 1
sbk
≤ x ≤
n∑
i=1
(−1)δici
si
+
∑
n<k/∈NB
s− 1
sk
= x
′′
.
Отже, ∆(±s,B)c1c2...cn ⊆ [x
′
; x
′′
] ∋ x.
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В силу того, що
−
∑
n<bk
s− 1
sbk
= inf
∞∑
j=n+1
(−1)δjαj
sj
,
∑
n<k/∈NB
s− 1
sk
= sup
∞∑
j=n+1
(−1)δjαj
sj
,
слiдує, що x ∈ ∆(±s,B)c1c2...cn, x
′
∈ ∆
(±s,B)
c1c2...cn ∋ x
′′
. Отже, ∆(±s,B)c1c2...cn — вiдрiзок.
Властивостi 2 — 4, 6 є очевидними i слiдують з наведених вище мiркувань.
5. Розглянемо рiзницi
sup∆(±s,B)c1c2...cn−1cn − inf ∆
(±s,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
=
=
(−1)δncn
sn
+
∑
n<k/∈NB
s− 1
sk
+
∑
n<bk
s− 1
sbk
−
(−1)δn(cn + 1)
sn
=
1
sn
+ (−1)δn
cn − cn − 1
sn
= 0,
оскiльки n /∈ NB.
inf ∆(±s,B)c1c2...cn−1cn−sup∆
(±s,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
=
(−1)δncn
sn
−
∑
n<bk
s− 1
sbk
−
(−1)δn(cn + 1)
sn
−
∑
n<k/∈NB
s− 1
sk
=
= (−1)δn
cn − cn − 1
sn
−
1
sn
= 0, оскiльки n ∈ NB.

1.2. Квазi-нега-D-представлення дiйсних чисел. Поняття квазiнега-s-го пред-
ставлення можна узагальнити до квазi-нега-D-представлення (знакозмiнного ряду
Кантора)
∞∑
n=1
(−1)δnεn
d1d2...dn
, де (5)
D ≡ (dn) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1, εn ∈ Adn ≡
≡ {0, 1, ..., dn − 1},
δn =
{
2, якщо n /∈ NB;
1, якщо n ∈ NB,
Позначення x = ∆(±D,B)ε1ε2...εn... називатимемо зображенням числа x знакозмiнним NB-
розкладом в ряд Кантора або квазi-нега-D-зображенням числа x, а ряд (5) називати-
мемо знакозмiнним NB-розкладом в ряд Кантора або квазi-нега-D-представленням
числа x.
Провiвши мiркування, подiбнi мiркуванням в попередньому пунктi, отримаємо:
Теорема 3. Для будь-якого числа x ∈ [x
′
0; x
′′
0 ], де
x
′
0 = −
∑
n∈NB
dn − 1
d1d2...dn
, x
′′
0 =
∑
n/∈NB
dn − 1
d1d2...dn
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iснує послiдовнiсть (εn), εn ∈ Adn, така, що
x =
∞∑
n=1
(−1)δnεn
d1d2...dn
≡ ∆(±D,B)ε1ε2...εn...
Лема 3. Справедливою є наступна тотожнiсть
∆(±D,B)ε1ε2...εn... +
∑
n∈NB
dn − 1
d1d2...dn
≡ ∆D
ε
′
1ε
′
2...ε
′
n...
,
де
ε
′
n =
{
εn, якщо n /∈ NB;
dn − 1− εn, якщо n ∈ NB,
∆D
ε
′
1ε
′
2...ε
′
n...
— D-зображення дiйсного числа з [0; 1].
Теорема 4. Числа з вiдрiзка [x
′
0; x
′′
0 ] мають не бiльше двох квазi-нега-D-зображень,
а саме:
(1) якщо n, n+ 1 ∈ NB, то
∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[dn−1−εn][dn+1−1]βn+2βn+3...
= ∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[dn−εn]0γn+2γn+3...
;
(2) якщо n ∈ NB, n + 1 /∈ NB, то
∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[dn−1−εn]0βn+2βn+3...
= ∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[dn−εn][dn+1−1]γn+2γn+3...
;
(3) якщо n /∈ NB, n + 1 ∈ NB, то
∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1εn[dn+1−1]βn+2βn+3...
= ∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[εn−1]0γn+2γn+3...
;
(4) якщо n /∈ NB, n + 1 /∈ NB, то
∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1εn0βn+2βn+3...
= ∆
(±D,B)
ε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1]γn+2γn+3...
,
де εn 6= 0, (βn) та (γn) — послiдовностi цифр 0 та dn− 1, якi задовольняють умови
(6) i (7) вiдповiдно, мають числа зi злiченної пiдмножини [x
′
0; x
′′
0 ].
βn =
{
0, якщо n /∈ NB;
dn − 1, якщо n ∈ NB,
(6)
γn =
{
dn − 1, якщо n /∈ NB;
0, якщо n ∈ NB.
(7)
Цилiндром ∆
(±D,B)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2...cn називається множина виду
∆(±D,B)c1c2...cn ≡
{
x : x =
n∑
i=1
(−1)δici
d1d2...di
+
∞∑
j=n+1
(−1)δjεj
d1d2...dj
}
,
де ci ∈ Adi — фiксованi числа, i = 1, n, та εj ∈ Adj .
Лема 4. Для цилiндрiв ∆(±D,B)c1c2...cn справедливими є наступнi властивостi:
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(1) Цилiндр ∆(±D,B)c1c2...cn є вiдрiзком, причому
∆(±s,B)c1c2...cn ≡

 n∑
i=1
(−1)δici
d1d2...di
−
∑
n<k∈NB
dk − 1
d1d2...dk
;
n∑
i=1
(−1)δici
d1d2...di
+
∑
n<k/∈NB
dk − 1
d1d2...dk

 .
(2)
|∆(±D,B)c1c2...cn| =
1
d1d2...dn
.
(3)
∆(±D,B)c1c2...cnc ⊂ ∆
(±D,B)
c1c2...cn.
(4)
∆(±D,B)c1c2...cn =
dn+1−1⋃
c=0
∆(±D,B)c1c2...cnc.
(5) 
 sup∆
(±D,B)
c1c2...cn−1cn
= inf ∆
(±D,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
, якщо n /∈ NB;
inf ∆(±D,B)c1c2...cn−1cn = sup∆
(±D,B)
c1c2...cn−1[cn+1]
, якщо n ∈ NB,
де cn 6= dn − 1.
(6)
∞⋂
n=1
∆(±D,B)c1c2...cn = x = ∆
(±D,B)
c1c2...cn...
.
1.3. Знакозмiнний Q˜-розклад i квазi-нега-Q˜-представлення. Нехай Q˜ = ||qi,n||—
фiксована матриця, де n = 1, 2, ..., i = 0, mn,mn ∈ N∪{0,∞}, для якої справедливими
є наступнi властивостi:
• R ∋ qi,n > 0;
• для будь-якого n ∈ N:
∑mn
i=0 qi,n = 1;
• для довiльної послiдовностi (in), in ∈ N ∪ {0}:
∏∞
n=1 qin,n = 0.
Квазi-нега-D-представлення дiйсного числа можна узагальнити до розкладу в ряд
(−1)ρ1ai1,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)ρnain,n
n−1∏
j=1
qij ,j
]
, (8)
де
ρn =
{
2, якщо n /∈ NB;
1, якщо n ∈ NB.
або, внiсши кiлька поправок, квазi-нега-D-представлення дiйсного числа можна уза-
гальнити до розкладу дiйсного числа в ряд
2− ρ1 + (−1)
ρ1δ′i1,1 +
∞∑
n=2
[
(−1)ρnδ
′
in,n
n−1∏
j=1
q
′
ij ,j
]
+
∑
1<n∈NB
(
n−1∏
j=1
q
′
ij ,j
)
, де (9)
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δ
′
in,n =


0, якщо in = 0 та n /∈ NB;∑in−1
i=0 qi,n, якщо in 6= 0 та n /∈ NB;∑mn
i=mn−in
qi,n, якщо n ∈ NB,
q
′
in,n =
{
qin,n, якщо n /∈ NB;
qmn−in,n, якщо n ∈ NB,
Розклад числа x ∈ [0; 1] в ряд (9) називається квазi-нега-Q˜-представленням числа
x, а позначення x = ∆(±Q˜,B)i1i2...in... — квазi-нега-Q˜-зображенням числа x.
Лема 5. Справедливою є слiдуюча тотожнiсть:
∆
(±Q˜,B)
i1i2...in...
≡ ∆Q˜
i
′
1i
′
2...i
′
n...
,
де
i
′
n =
{
in, якщо n /∈ NB;
mn − in, якщо n ∈ NB,
∆Q˜j1j2...jn... — Q˜-зображення дiйсного числа з [0; 1].
Тобто,
x = ai′1,1
+
∞∑
n=2
[
ai′n,n
n−1∏
j=1
qi′j ,j
]
.
Тополого-метричнi теорiї представлення у чисел у виглядi розкладiв в ряди (8), (9)
будуть описанi в послiдуючiй статтi.
Цiлком очевидно, що коли NB = ∅, отримуємо знакододатне представлення дiй-
сних чисел (s-ве, канторiвське чи Q˜-розклад). Коли ж NB є множиною лише парних
або лише непарних натуральних чисел, то отримуємо вiдповiдне знакопочережне
представлення.
Проведенi вище мiркування пiдштовхують до постановки та дослiдження насту-
пних задач:
Задача 1. Чи може iснувати знакозмiнний аналог деякого представлення дiй-
сних чисел, якщо iснуюють вiдповiднi знакододатне та знакопочережнi представ-
лення? Вище показано, що останнє є справедливим для s-го, канторiвського та Q˜-
представлень. Але чи iснують iншi такi представлення? Що можна сказати, напри-
клад, про представлення чисел рядом, елементи якого є числами, оберненi до нату-
ральних чисел? Наприклад, ряди Люрота.
Тобто, нехай, наприклад, маємо ряд виду
(−1)δ1
a1
+
∑
n≥2
(−1)δn
a1(a1 + 1)...an−1(an−1 + 1)an
,
де an ∈ N, NB — фiксована пiдмножина натуральних чисел, B = (bn) — зростаюча
послiдовнiсть всiх елементiв з NB,
δn =
{
2, якщо n /∈ NB;
1, якщо n ∈ NB.
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Чи можна представити довiльне число з деякого iнтервалу у виглядi розкладу
в останнiй ряд? (Задача ускладнюється тим, що в знакододатному та знакопочере-
жному рядах Люрота знаменники вiдповiдних доданкiв не є однаковими). Якщо нi,
то як треба видозмiнити знаменник, щоб довiльне число з деякого iнтервалу можна
було представити у виглядi розкладу в отриманий знакозмiнний ряд?
Задача 2. Як виявилось, ввiвши кiлька поправок, квазi-нега-s-кове, квазi-нега-D-,
квазi-нега-Q˜-представлення можна розглядати як системи числення, при означеннi
яких використано певний перетворювач цифр (символiв). Тобто, нехай NB — фiксо-
вана пiдмножина натуральних чисел, тодi:
• для s-го представлення
[0; 1] ∋ x = ∆±s,Bα1α2...αn... ≡ ∆
s
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)...
,
ϕ(αn) =
{
αn, якщо n /∈ NB;
s− 1− αn, якщо n ∈ NB.
• для канторiвського представлення
[0; 1] ∋ x = ∆(±D,B)ε1ε2...εn... ≡ ∆
D
ϕ(ε1)ϕ(ε2)...ϕ(εn)...
,
ϕ(εn) =
{
εn, якщо n /∈ NB;
dn − 1− εn, якщо n ∈ NB.
• для Q˜-представлення
[0; 1] ∋ x = ∆
(±Q˜,B)
i1i2...in...
≡ ∆Q˜ϕ(i1)ϕ(i2)...ϕ(in)...,
ϕ(in) =
{
in, якщо n /∈ NB;
mn − in, якщо n ∈ NB.
Як наслiдок, виникає задача про застосування перетворюачiв цифр (чи комбiна-
цiй цифр) до побудов систем числення та побудову системи числення за наперед
заданими геометричними властивостями.
Зауваження 1. Довiльну функцiю f спецiального виду, яка володiє певним набором
властивостей, можна використовувати для моделювання представлення дiйсних чи-
сел з деякого iнтервалу. Зокрема, для моделювання представлень дiйсних чисел з
нульовою надлишковiстю вiдзначимо такi набори властивостей функцiї f :
• функцiя f — неперервна i строго монотонна на деякому iнтервалi;
• функцiя f : неперервна майже скрiзь на деякому iнтервалi, що є її областю
визначення; множиною значень функцiї f є iнтервал; майже скрiзь в розумiннi
мiри Лебега ♯{x : f(x) = y0} = 1, де y0 — де довiльне фiксоване число з
множини значень f .
Розглянемо другий випадок. Використаємо функцiї, вивченi автором в [5, 2, 4, 3].
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2. Псевдо-s-ве зображення. Моделювання систем числення за наперед
заданими геометричними властивостями. Найпростiшi приклади
2.1. Окремi приклади моделювання представлень дiйсних чисел за напе-
ред заданими геометричними властивостями таких представлень. При-
клад 1. Нехай маємо вiдрiзок [0; 1]. Нехай потрiбно побудувати представлення дро-
бової частини дiйсного числа, при побудовi якого на кожному кроцi n, n = 1, 2, 3, ...,
здiйснюється подiл елементарного вiдрiзка на 3n однакових вiдрiзкiв довжиною 1
3n
.
Причому, на кожному кроцi n розбиття вiдрiзка рангу n− 1 цилiндричний вiдрiзок,
що вiдповiдає цифрi 0 в моделюємому зображеннi числа є першим злiва, а решта два
(вiдповiднi цифрам 1 та 2) розташованi ”справа налiво”.
Як наслiдок, отримаємо наступне зображення
∆3
′
α1α2...αn...
≡ ∆3ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)... ≡
∞∑
n=1
ϕ(αn)
3n
,
де
α 0 1 2
ϕ(α) 0 2 1
або, що еквiвалентно
ϕ(αn) =
{
αn, якщо αn = 0;
s− 1− αn, якщо αn 6= 0.
Слiд вiдмiтити, що
∆3
′
α1α2...αn−12(0)
= ∆3
′
α1α2...αn−10(1)
,
∆3
′
α1α2...αn−11(0)
= ∆3
′
α1α2...αn−12(1)
.
Крiм того,
x =
∞∑
k=1
2− γk
3a1+a2+...+ak
≡ ∆30...0︸︷︷︸
a1−1
ϕ(γ1) 0...0︸︷︷︸
a1+a2−2
ϕ(γ2)... 0...0︸︷︷︸
a1+a2+...+ak−k
ϕ(γk)...
.
γk ∈ {1, 2}, (ak) — деяка послiдовнiсть натуральних чисел.
Приклад 2. Приклад перiодичного використання перетворювачiв цифр.
∆3
′
α1α2...αn...
≡ ∆3O(α1)ϕ1(α2)T (α3)O(α4)ϕ1(α5)T (α6)...,
де O(αn) = αn, T (αn) = s − 1 − αn, ϕ1 — деякий перетворювач цифр, причому
ϕ(i) 6= ϕ(j), i 6= j i, j ∈ {0, 1, 2}.
У трiйковiй системi числення можна означити m = 3! = 6 рiзних перетворювачiв
цифр. Їх наведено в наступнiй таблицi.
УЗАГАЛЬНЕНI ПРЕДСТАВЛЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ 13
0 1 2
ϕ1(αn) 0 1 2
ϕ2(αn) 0 2 1
ϕ3(αn) 1 0 2
ϕ4(αn) 1 2 0
ϕ5(αn) 2 0 1
ϕ6(αn) 2 1 0
2.2. Псевдо-s-ве зображення. Нехай 1 < s — фiксоване число.
Означення 1. Перетворювачем s-их цифр називатимемо вiдображення ϕ, областю
визначення i множиною значень якого є на алфавiт A ≡ {0, 1, ..., s − 1} s-их цифр,
таке, що ϕ(i) 6= ϕ(j) для довiльних i, j, для яких i 6= j.
Перетворювачем k-цифрових наборiв s-их цифр називатимемо функцiю ϕ k змiн-
них, областю визначення i множиною значень якої є декартiв добуток
Ak = A×A× ...×A︸ ︷︷ ︸
k
алфавiтiв s-их цифр, така, що ϕ(i) 6= ϕ(j) для довiльних i, j, для яких i 6= j.
Означення 2. Зображення дiйсних чисел ∆sˆα1α2...αn..., яке взаємопов’язане з s-им
зображенням наступним чином
∆sˆα1α2...αn... ≡ ∆
s
ϕ(α1)ϕ(α2)...ϕ(αn)...
≡
∞∑
n=1
ϕ(αn)
sn
,
де ϕ — деякий перетворювач s-их цифр (одноцифрових наборiв s-их цифр), назива-
тимемо псевдо-s-им зображенням з набором параметрiв {(1, 1)}.
Зображення дiйсних чисел ∆sˆα1α2...αn..., яке взаємопов’язане з s-им зображенням
наступним чином
∆sˆα1α2...αn... ≡ ∆
s
ϕ(α1...αk)ϕ(αk+1...α2k)...ϕ(αkn+1...α(n+1)k)...
,
де ϕ — деякий перетворювач k-цифрових наборiв s-их цифр, називатимемо псевдо-s-
им зображенням з набором параметрiв {(1, k)}.
Зображення дiйсних чисел ∆sˆα1α2...αn..., яке взаємопов’язане з s-им зображенням
наступним чином
∆sˆα1α2...αn... ≡ ∆
s
(ϕ1(α1...αk1)ϕ2(αk1+1...αk2)...ϕm(αkm−1+1...αkm))
,
де пiд круглими дужками розумiється перiод, ϕt — деякий перетворювач kt-цифрових
наборiв s-их цифр, t = 1, m,m— деяке фiксоване натуральне число, k1, ..., km —фiксо-
ваний набiр натуральних чисел, називатимемо псевдо-s-им зображенням з набором
параметрiв {(m; k1, k2, ..., km)}.
Теорема 5. Метричнi та фрактальнi властивостi псевдо-s-го та s-го представ-
лень спiвпадають.
В послiдуючих статтях подiбним чином буде узагальнено до псевдо-D-зображення
та псевдо-Q˜-зображення D- та Q˜-зображення дiйсних чисел.
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